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Journal de Théorie des Nombres
de Bordeaux 31 (2019), 161-177

Optimalité pour un probleme de Bézivin

par DAVID ADAM

RESUME. Soit ¢ un entier tel que |g| > 2 et s un entier naturel non nul. Dans

1 r
cet article, nous montrons qu’une fonction entiere f telle que lim,_, 4 o Illnl / 7‘” <

et qui prend des valeurs entiéres de Gauss sur {¢"™ + i¢" | m,n € N}

__4s
271n? [q|
ainsi que ses s — 1 premieres dérivées est un polyndéme. De plus la borne

ﬁélql est optimale. Cela généralise et améliore un résultat obtenu par Bé-
zivin dans [1].

ABSTRACT. Let g be an integer such that |¢| > 2 and s be a positive integer.
In | f|,
<

In3 r
and taking Gaussian integer values on {¢" + i¢" | m,n € N}, as well

In this article, we show that an entire function f such that lim,_, 4.

4

27 1n$2 |q|

as its s — 1 first derivatives, is a polynomial. Moreover, the bound ﬁim is

optimal. This generalizes and improves a result obtained by Bézivin in [1].
1. Introduction

Pour une fonction entiére f, on note pour r > 0,
z

|[flr = max{[f(z)[ | z € C, [2] <7}
En 1915, Pélya a montré le

Théoréme 1.1. Soit f une fonction entiere sur C telle que

lim | ], <In2 <resp lim |f‘r <3+2\/5>>
T

r—-+00 r—-+00

et f(N) CZ (resp. f(Z) C Z). Alors, f est un polynéme. De plus, la borne
(3+\f))

In2 (resp. In est optimale.

De nombreux résultats analogues ont des lors été démontrés. Dans [3],
Fukusawa a considéré le probléme analogue sur les entiers de Gauss. Les
travaux de Gel’'fond, Masser et Gramain (voir [4, 8, 9]) ont permis d’aboutir
au :

Théoréme 1.2 ([8]). Soit f une fonction entiére sur C telle que f(Z[i]) C
]l
7"

est optimale.

< g5 Alors, f est un polynome. De plus, la borne 5;

Manuscrit regu le 10 avril 2018, révisé le 11 octobre 2018, accepté le 16 novembre 2018.
Classification Mathématique (2010). 30D15, 39B32.
Mots-clefs. Fonctions entiéres arithmétiques.
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Dans [6], Gel'fond obtient un analogue multiplicatif du théoréeme de
Polya :
Théoréme 1.3 ([6]). Soit ¢ un entier tel que |q| > 2. Toute fonctzon entiére
f telle que f(q") € Z pour tout n € N et lim, | lmT < 41n‘q‘ est un
1
41n|q|

polynome. De plus, la borne est optimale.

Dans [1], Bézivin considére un mélange du théoréme de Gramain et du
théoréme du Gel’fond multiplicatif :

Théoréme 1.4 ([1, Théoreme 1.1]). Soit ¢ un entier tel que |q| > 2. Toute

fonction 6ntiére f telle que f(¢™ + iq™) € Z[i] pour tous m,n € N et

\flr 2 A
im0 e < 130102 i est un polynome.

Dans [5] et [7], Gel'fond généralise les théorémes 1.1 et 1.3 en considérant
une fonction entiére et ses s — 1 premieres dérivées pour un entier naturel
s non nul. Dans le cas ou s > 1, les bornes obtenues ne semblent pas étre
optimales. Cependant, dans [12], Welter obtient le résultat optimal pour le
théoreme de Fukusawa—Gramain avec dérivées.

Dans cette note, nous obtenons la borne optimale pour le théoreme de
Bézivin, ainsi que pour le théoreme de Bezivin avec dérivées. Plus précisé-
ment, nous montrons le

Théoréme. Soit ¢ un entier tel que |q| > 2 et f une fonction entiére sur

C telle que lim, o 1fn|3f‘r’ < 27111152 ml et f(d)(q” +iq™) € Z[i] pour tout

o € [0,s] et pour tous m,n € N. Alors, f est polynome. De plus, la borne
est optimale.

4s
271n2 |q

Dans toute la suite, g et s sont deux entiers fixés avec |¢q| > 2 et s > 1.
Toutes les constantes impliquées dans les O dépendent implicitement de
q et s et d’aucune autre quantité. On note S, = {¢"" + i¢" | m,n € N}.
Dans la premiére partie de cet article, nous construisons une fonction en-
tiere f non polynomiale telle que f(")(Sq) C Zli] pour tout o € [0, s] et

1 X P ,
lim, 4 oo ?\f lr _ 27111152 - La seconde partie sera consacrée a la démonstra-

tion du fait qu’une fonction entiére f telle que f(° )(Sq) C Z[i] pour tout

T In|f|r 4
o€ [0,s] et lim, 4 ln'?f'r < 2711152‘(1‘

est polynomiale.

2. Développement en séries de Newton
Tout entier naturel n peut s’écrire sous la forme n = [\/n]? +2m +¢ avec

— (an_l, 1) si n — [v/n]* est impair
(m,e) = (n[g/zmz’o)

sinon.
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Ainsi, il existe un couple (m,e) € N x {0,1} avec 0 < m < [\/n] tel que
n=[vn]*+2m +e.
De plus, ce couple (m,¢€) est facilement vu étre unique sous les conditions
requises. On peut alors définir une bijection de N sur S; de maniere sui-
vante : soit n € N, écrit sous la forme n = [\/n]? + 2m + ¢ avec ¢ € {0, 1},
m € [0, [v/n]]. On pose
q[\/ﬁ] 4+ sie=0
U =
" ¢" +igV" sinon.
Remarque 2.1. L’application u : n — u, est clairement bijective de bi-
jection réciproque v : S; — N définie par
. 12 +2m sil>m
U(ql + qu) = 2 . ~
m* 42l +1 sinon.
Nous commengons par lister quelques propriétés de la suite (up,)nen.
Lemme 2.2. La suite (|uy|)nen est croissante.

Démonstration. Soit n € N. On suppose que n € [m?, (m + 1)2 — 1[*.
Ecrivons n = m? +2j +c avec 0 < 5/ < met e € {0,1}. Alors n + 1 =
m? + 25 + & avec 0 < j < j/ <met e € {0,1}. Il vient que

1| = Junl® = (@™ +¢) = (6™ + %) 2 0

Supposons que n = (m +1)2 — 1 avec m € N. On peut écrire n = m? + 2m
et n+ 1= (m+1)2 On constate que

[unl® < 267 < @D 41 = Jupp P

Lemme 2.3. Soit n € N. On a log)y |un| = v/n + O(1).

Démonstration. Ecrivons n sous la forme n = [? 4+ 2m + ¢ avec | = [/n],
e€{0,1} et m € [0,1]. On a In |u,| = In(41/|q?* + |g|*™). On en déduit que
$In(¢?) < Infu,| < $1n(2¢*). Ainsi, on a lIn|g| < Infu,| < lnTQ + lIn|q]|
et donc In |u,| = lln|g| + O(1). Comme | = /n + O(1), le lemme est
prouvé. O

Lemme 2.4. Soit z € C. Il existe au plus quatre entiers naturels n tel que
|z —up| < 1.

Démonstration. Soient n; et ng deux entiers naturels tels que |z —up, | < 1
et |z — up,| < 1. On a

’um _un2‘ < ’Z_um’ + |Z_un2| <2
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Ecrivons u,, = ¢ + iq° et u,, = ¢° +iq® avec a,b,c,d € N. On a

[uny = uns* = (4" = ¢")° + (¢° — ¢%)*.
Ceci impose |¢* — ¢°| < 1 et [¢° —q? < 1. Si ¢ > 3, on en déduit les égalités
a=betc=d. Sil|gl|=2,0onaa,b,cde {0,1}. Le lemme s’ensuit. O

Remarque 2.5. Dans le cas ¢ = 2, on ne peut pas en général améliorer la
borne 4. En effet, pour z = 2 5+ z on a

rz—<1+z'>\=z—<1+2i>|=|z—<z+i>y=|z—<z+2m:\f.

Lemme 2.6. Soity € [1,4+00[. On a
max{j € N| |u;| <y} = logf, y + O(logyy v)-
Démonstration. Soit j = [logm y?—-1.0n a

Juj| = /2718 Y70 = v/2)q o8 =L gl O8I ¥ < .

Soit j = ([logq yl + 1)2. On a

Juj| = V@V + 12 Jg| B > g 8m >y,
Ainsi, on a

log, v — 1 < max{j € N | [u;| <y} < ([logy y] +1)°
et le lemme en découle. O

Notations. Rappelons que ¢ et s sont deux entiers tels que |g| > 2 et
s> 1. Pour tout n € N (n=1I0s+r avecl € Net r € [0, s]), on pose

-1

Pos(X) = (X — ) [](X = w)".

i=0
Pour tout z € C, on note P, ((z) le produit P, s(2) privé des facteurs z —u;
de norme strictement plus petite que 1. D’aprés le lemme 2.4, il existe au
plus 4s tels facteurs.

/
Une somme primée E _ne porte que sur les termes tels que |z —u;| > 1
7

Lemme 2.7. Soit § € RY et z € C de norme |up,/5|°. On a
10g\q| |Pn,s(z)| = w(e)% + O(”)?
ot w(@) =0 si0>1 etw(@)z% st <1
Remarque 2.8. Insistons sur le fait que dans ce lemme et dans le proposi-

tion suivante, comme dans tout cet article, les constantes impliquées dans
les O ne dépendent que de ¢ et s.
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Démonstration. Ecrivons la division euclidienne de n par s : n = ls + 7,
l e N, re]0,s[. Supposons que § > 1. On a pour tout k € [0,1], |z]| > |ug|.
La croissance de la suite (Jup|)nen et les inégalités

r—1 -1

/ /
> In(lz] = ful) + 5 In(|z] = ug))
1=0 1=0

r—1 -1
/ /

<[Py ()] < ) In(lz] + ) + 5> In(]z] + |uil)
=0 1=0

impliquent que
(n — 4s) In(|2] - Jul) < In| P, (2)] < nn(2]2]).

Puisque lim,, ;oo % = 400, on a |z| — |y| = % pour tout n assez

grand. On en déduit que [In [P} ((2)| — nln|2]| < nln2+4slogy [2]. Comme
log)y 2] = 6,/% + O(1), on obtient que
0
1 P — __p3/2 '
Og|q| ’ n,s(z)’ \/gn + O(n)

Si 0 <6< 1,on pose jo=max{j € N| |uy;| < \u[n/sﬂe} et j1 = [VJo]- Le
lemme 2.6 implique que jy = n% + O(y/n). On a

il -1 il
Z In(|z] — |ug|) < Z In|z —u;| < Z In(2|z)).
=0 =0 =0

Comme |z| — |up| > |z|/2 pour n assez grand, on obtient

Ji—1 ) 5 (n 3/2
S logyy | — uil = j2(logyy |2 + O(1)) = 0 (8) +On),
=0

Puisque pour tout i € [j7, (j1 + 1)?[ tel que |z —u;| > 1 on a
0 <In|z —w| <In(|z| + |ui]) < In2 4+ max(In|z], In |u;|)
< In2 + In |U(j1+1)2|,
il en résulte que

(Grt1)2-1
/ .
Y. logiy |z —uil| < (251 + 1) (logyg 2 + logyy |ugy1)2])
i=j7

< 2V 4+ 1)(log)y 2+ (j1 +1) + O(1)) = O(n).
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On a
l—l/ l—l/ l—l/
Z In|z —u;| < Z In|z —u;| < Z In |2u;].
J=(j1+2)? J=(1+1)2 J=(1+1)2

Soit j > (j1 +2)%. On a

PG +1 _ 1

PP 41 S

z

i N
Uj

U(j1+1)2
U(j; +2)2

puis

z 1
logyy| |z — ;| = logjg| [uj +In (1 - ‘uj‘) > logjg) ] + In (1 - ﬂ) ‘

Par I'égalité

(2.1) zf 202 4 O(m),

on a
l_l/ l_ll 2 n 3/2 3
> dogylul= X (Grow) =3 (%) a-6)+0m
J=(j1+1)? J=(1+1)2
lfl, lfll 2 /n 3/2 ;
ot Y togylul= X (Virom) =3 (%) a-)+om.
J=(j1+2)? J=(j1+2)?

Ainsi, en remarquant que

-1 -1
/ / 1
Z log|2=0(n) et Z logjq (1 — %) = O(n),
J=(1+1)? J=(j1+1)2

on obtient que

-1

/ 2 /n\%/?
> dogyle—ul =5 (%) (1-6%)+Om)

J=(j1+1)2

Enfin, d’apres les inégalités

/
0< Y logy |z — wl < rlogy (|2 + [ul]) < rlog)g(2fwl)
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r—1

on a Z o logig) |z — u;| = O(y/n). Finalement, on conclut que

7=

o 1P =50 (1) + 2 (%) o) + o

10g|q| |Pn’ |6 = w(ﬂ)

5|\U[n/s]
ot w(@) =0 si0>1 etw(@)z% st < 1.

3

Démonstration. Soit a,b deux réels positifs, ¢ € [, <

On a
(2.2) acos @+ bsinp < acosy’ + bsing'.

et ¢ € [-F, 7.

Notons zp = |U[n/s}|9€i(p et z = \u[n/s]|gei“’/. Par I'inégalité (2.2), pour tout
J € [0,[n/s]], on a |zg — u;| > |z — u;|. On en déduit que |Pn75‘\uws]|9
est atteint en un nombre complexe Z = |uy, /SH%W avec 1 € [r, 2T]. Soit
J € [0,[n/s]]. I existe deux réels positifs a et § tels que u; = a+if3. Alors,

Z — i = (Z — u)(Z —w5) = |2 + Ju;|* = (Zu; + Z;)
=127 + |u;]* = Jupyq|® (rcos v + Bsing) > |u;]* > 1.
= logyq| [Pn,s(Z)| = log)q | Py s(Z)]. O

Donc logyg| [Pn,s [t 10
Notations. Pour une fonction entiere f, on note 74 I’élément de RU{+o0}
logjq( | flr

logfq‘ r

défini par 7y := lim, 4 oo

Théoréme 2.10. Soit f une fonction entiere sur C telle que 75 < 3 et

£9)(8,) = {0} pour tout o € [0, s]. Alors, f est la fonction nulle. De plus,
la borne 3 est optimale.

Démonstration. Supposons que f ne soit pas identiquement nulle. La fonc-
tion F(z) := % est entiere sur C, vérifie F'(—=1) # 0 et on a 7p = 5.
Soit N un entier suffisamment grand et notons G la fonction entiere sur
C définie par G(z) = % Soit 7 un réel tel que 7y < 7 < 5. 11
existe B € R tel que pour tout r € R et tout z € C vérifiant |z|] = r,
on ait logy, [f(2)| < Tlogf’q‘r + B. Soit zp € C tel que |z9| = |unz| et
|G ljuy2| = [G(20)]. Pour tout j € [0, N2[, on a |u;| < V2|g|V "1 et

20 — uj| = |z0] — |us] = \/1gPN + 1= V2]g/N 7 = gV = V2IgV T > 1
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D’apres le lemme 2.7 (prendre § = 1),
10g)( | Prvzs,s(20)] = 10gjg [Prz, 5 (20)| = sN? + O(N?).
Le principe du maximum |G(—1)| < |G|y, | implique que
log|, |G(—1)| < TN? — sN* + O(N?).

Comme log|y |Pn2ss(—1)| = logy [Py, ,(—1)], en appliquant de nouveau
le lemme 2.7, avec § = 0, on obtient que

2
log [F(~1)| € 7V = sN® 4+ ZsN® + O(V?) < (7= 3) N+ O(V?).

On en déduit I'inégalité 7 > 3. Cette contradiction montre que F est iden-
tiquement nulle sur C. L’optimalité de la borne est obtenue grace a la
proposition suivante. O

Proposition 2.11. Le produit de Weierstrass Wy s(z) = [Ipen(l — 2)°
définit une fonction entiére sur C telle que Wq(g)(Sq) = {0} pour tout o €

[0,s[ et Tw,, = 3
Démonstration. La série ), - ﬁ converge normalement sur tout compact
de C. On en déduit (voir [2]) que W, s est une fonction entiere sur C. Pour

tout o € [0,s[, on a Wq(g)(Sq) = {0}. Pour estimer la croissance de W,
il suffit de considérer le cas s = 1. Soit r € R*, z € C tel que |z| = r,
Ny = max{n € N | |u,| < |2]}, N2 = ([v/N1] + 1)? et N un entier supérieur
a Ns. On a

N2-1 5 N2-1
In H (1—1%) =In|Py24(2)| - Z In |u;]
1=0 1=0
N2-1 5 No—1
=In|Pn,1(2)| + Z Inl-— ’ - Z In |ug|.
k—=No Ukl 120

Soit m un entier supérieur & /Nz. Pour tout k € [m?, (m + 1)2[, une

s . s 1s u — .
récurrence immédiate donne || < | N2|‘ < (5)™ VN2, On obtient alors

[u,,2 V2

z

Uf;

z

Uk

z
1- =
Uk

N2-1
<) In (1+

k=N3>

N2-1
)< > m
k=N2

N2-1
Z In (1 —
k=No
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c’est-a-dire

N2-1
ln<1—><Zln1—
I=JNg k=12 Uk k=N Uk
N—1 (I+1)2-1 .
<Y Y I (1 +|— > ;
I=V/Ny k=I2 u
Z_:l 1 N§1
(2l+1)ln<1—>< In|{l - —
=N (V2)=vie ) SR, Uk

De la convergence des séries

1 1
> (2041)n (1 - W) et Y (20+1)In (1 + W) ,

>0 >0

il s’ensuit que

—+00
> @21+ VNy) +1)In(1 —271/2)
=0
N2-1 5 +o00
<> - = <> @201+ VN) + 1) In(1 +272),
k=N> Ukl 120

Les séries } ;5o lIn(1 — 27112y, Ysoln(l — 271/2), > is0lIn(1 + 271/2) et
>0 In(1+ 2‘”2) étant convergentes, il existe des réels a, 5,7, 0 tels que

N2-1

ay/No + 3 < Z In
k=N

1— Z‘ < vV/Ns + 6.
u

D’apres le lemme 2.6, v/ No = o(log‘?’q| ), ce qui implique que

N2-1

Zln

k=N>

ol 3
1- Uk‘ = o(logjy ).
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On déduit de la proposition 2.9 (prendre § = %) et de I'égalité (2.1)
que lal 2
log|, 7
Ny—1 <1og fu |) +2
lal 1N, 3/2  2,.3/2
logyg| [P ()] = Y logyg u] = =" ——N;/* = 2N} O(e)
k=0

1
=3 log|3q| r—+ o(loglg’q| T).

Par passage a la limite N' — +o00, on vient que log)q [Wg 1l = %logf’ﬂ r+
logjg| Waalr 1 0

3 T
o(log‘q| ) et ainsi lim, 4 log ¢ 5

Remarque 2.12. Cette proposition donne la croissance exacte de la fonc-
tion Wy s. Dans [1], Bézivin n’obtient que la majoration 7y, < 2.

Le théoréme suivant donne des conditions sous lesquelles une fonction
entiere sur C est développable en série dans la base des polynomes P, s et
explicite sa croissance en fonction de ses coefficients.

Théoréme 2.13.

_ 1 n
(1) Si (an)nen est une suite de C vérifiant lim, 4 logg| lan]

Sr =A<
—3%/5, alors la série Y, -0 anPy s(2) converge uniformément sur
tout compact de C vers une fonction enticre f telle que

_ 1 r
) = ogig |flr 4

r—+00 ]og|3q|7" - 27N

(2) Soit f une fonction enti¢re sur C telle que 7y < 5. Alors, f est
développable en série de polynomes P, s : il existe une unique suite

(an)nen de C telle que pour tout z € C, on ait

f(z) = Z anPp s(2).

n=0
De plus, on a
— logy [an| 2/3
(%%) lim 35 =
n—+oo N Qﬁ

Démonstration. Par application de (1) et (2), il suffit de montrer que
dans (%) et (%x) on a seulement des majorations.
Soit A < X < —3%/5 et soit 6 € 0, 1] tel que )\’—I—% < 0. Il existe n; € N
3
tel que pour tout n > ny, on ait logy lan| < M'n2. Pour tout R > 0, il existe

un entier ng = n; tel que \u[no /S]‘e > R. La proposition 2.9 implique que
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pour tout z € C de module inférieur & R et tout entier n > ny,
log|g| |anPn,s(2)| < logq) [anPrs

w(@)\ s
< )\'—}—)n? + O(n).
< (v+22 (n)
La série ), - Py s(2) converge uniformément sur tout compact de C vers
une fonction entiere f. Soit z € C de module 7 > |uj,, /q]- On a

fugg ro)l? S 1081g) [@n Prsljug, 10

ny1—1
|f(2)] < z |an P s(2)| + Z |anPps(2)| + Z |an P, (2)]-
n=0 nz=ni nzni
[upnyql<r [Uupnys>T

La proposition 2.9 implique que

(1 In 7 )3+2
S P < 3 A o0
nin,s S .
n>ni n>ni
[Ufn 5] [>T [Ufn s[>
Comme logg [/l = v/n/s + O(1), on a pour tout n € N tel que
‘u[n/s]‘ 2T,

1 3

(mrz)

InTup, /gl % 32 — <
3V/s

Il existe M € R tel que

S 1 3 S 1.3 2
g + O (\/77/)) 10g|q| T = g 10g|q‘ r+ O(loglql T').

13/2, 2 3/2 12\, 3/2
Z q)\n t3am JrO(n)< Z q(>‘+3\/§)n +Mn‘

n>ni nzni
[upn/s)|>7 [upn/s)27

La propriété [2, Chapitre ITI, 11.7.2] et le lemme 2.6 impliquent que

s

n>ni
=
[y 27 - q()\’+3%/§)(s(log‘2q‘ r+0(log 7')))3/2+Ms(10g|2q‘ r+O(log|q 7))
r—-+00
N gt Ol
r—-+00 '

Autrement dit, il existe une fonction r — £(r) qui tend vers 0 en +oo telle
que
/ 2 E ’ s
ST NTREITIM _ (g () g R ey Oy ),

nz=ni
[Ufn /s 127
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On en déduit que

logjg Z |an P s(2)]

n=ni
U] 1>7

2s s
1.3/2 3 R P 2
< logg (1 +e(r)) + <)\ 877 + 3 > logjg 7 + 3 logj 7+ O(logjy )
< (Vs¥2 4 5) log|3q| r+ C’)(logfq‘ r).

La fonction n — \'n®/2 + nlog, r étant majorée par 10g|q| T, 0N a

27)\’2
1ogq| " ) 3/2
0 - n3/2+0(n)
> lanPas(z)| < Y q o g 1]
nzni nz>ni
[ufnys] ST LTYAIN

1,3/2 2
< Z q)\ n?/24+nlog)y r+(’)(log‘q| r)

nz>ni
LTYAIN

< Z qzm’? log\ql H—O(loglq\ r)

n>ni
[upn/sl<T

et par conséquent,

logjy Z |an P s(2)] 27/\/2 log|q| r+ (’)(log‘ql T).

n>ni
|u[n/s]‘<7'

Posons M = maxXo<n<n, |an]- On a >, o |an Py s(2)] < niMi(2r)™ et
donc

logy Z |an P s(2)] :(’)(logw r).

nny

Comme

“N324g = 753/20\/

T A2 (N = %ﬁ),ona > Ns*2+s.

On obtient que

3\f 7Nz 2

— logjg |flr 4
log|q|r+0(log‘|r) et Tlgrnoo 1ngq|r <27)\/2.

1Og\tﬂ [flr < 27)\/2

Montrons la deuxiéme partie du théoréme. Soit 7/ € R tel que 7 <
T < Set = /55 > 1 Soit x € C, n un entier suffisamment grand et
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I =[(n+1)/s] tels que |u|? > |z| + 1. La formule [5, (90)] implique que

x) = z”: ap Py s(z) + Rp(x),
k=0

ou, pour tout k € N,

) n+1 s /
= — [ ——d t R,(2) =
xum /c Pii1.5(2) = ¢ () = 2um Pn+1 s(2)(x — 2)

C désignant le cercle de centre O et de rayon |u|?. Soit zg € C tel que
20| = |w]? et (=) (20)| = | 51— +15Mul|9 Pour tout j € [0,(], on a

dz;

n+1 s
120 — w5l > 20l — luj| > ul? = | > a1 — 1) > 1
et 1og|g [ Pnt1,5(20)| = log|g | Pri1,5(20)|- En consquence du lemme 2.7, on
obtient que
log)g| | Rn(x)| < logjg) | Pa,s(x)| + /(0 logyy ] )®
(n+1)3/2
—

On a logg| [P s(z)| < 10g|g |Pr,slje| €t d’apres la proposition 2.9 (prendre

_ logy || )
logjq| [ui] 7

-0 + 0logy |w| + O(n).

log) | |z|

108 | [u]
10y | Pn,s(2)| = %ngﬂ + O(n).

Puisque log, |w/| = \/g—i— O(1), on en déduit que

3 3/2
log)g) [Rn(2)] < ( I 9) L+ 0(n)
s Vs

Comme 3\2[ 92\\; < 0, il en résulte que lim, 1o Ry(x) = 0 et la série

Y >0 @n P s(x) converge vers f(x). Majorons maintenant la croissance de
f. Pour cela, majorons le module de a,. Un calcul analogue a celui ci-dessus
montre que

n+1)3/2
log)g| lan| < /(6 log)g [ui])* - 9(\/5) +0logyg [u| + O(n)

0%\ n¥? 2v/3 132
<<TS 9)\/§+O(n) - 22504 O,
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, . T lo a
Par conséquent, on obtient que lim,_, ;o g)l‘g‘ /|2 d < - 92\/\@, d
T

Remarque 2.14. La borne 3 est optimale dans la deuxiéme partie du

théoreme. Ceci provient du fait que la fonction W, , n’est pas développable
en série de polynomes P, s, puisque sa série de polynémes P, , associée
est la série nulle. En effet, supposons qu’il existe une suite (a,)nen de C
telle que pour tout z € C, on ait Wy s(2) = >,,50anPn,s(2). Alors, on a
We.s(up) = 0 et ag = 0. Supposons avoir montré que a, . . ., a,—1 sont nuls.
Ecrivons n = sl + j avec (I,j) € N x [0, s[. D’apres la formule de Leibniz,
on a ‘
W) (w) = an PY)(w) = anj!Pes(u) = 0

et a, = 0 puisque Py 4(u;) # 0.

Le théoréme ci-dessus permet de construire une fonction entiere sur C
transcendante de croissance minimale & valeurs dans Z[i] sur S, ainsi que
ses s premieres dérivées.

Théoreme 2.15. Il existe une fonction f entiére sur C telle que 7p = 4—5

et f9)(S,) C Z[i] pour tout o € [0, s[.

Démonstration. On définit une suite (ay)nen de nombres complexes de ma-
niére suivante : on pose ag = 1. Supposons avoir construit ag,...,an—1.
Ecrivons n = Is + j avec ([,j) € N x [0, s[. Il existe R, € Z[i] et F,, € C
avec |Fy,| < 1 tels que Y ~5 akP,gJ)( 1) = Ry, + F,. 1l existe un élément z
de {£1,+i} tels que 1 < |F,, — z| 2. On choisit alors a,, de sorte que
anP,(ng (w)+ F,, = z. Comme P,g]s)(ul) = j! Py s(u;), on déduit de la proposi-
tion 2.9 que log)q lan| = —% —1—(’)( ). La premiere partie du théoréme 2.13
implique que la série Y ,~0 anPn,s(z) définit une fonction entiere f sur C
telle que 7y = 35. Par construction, f @) (u,) est un élément de Z[i] pour
tout (n,o0) € N x [0, s[. O
Remarque 2.16. Il existe en fait au moins deux éléments 21, zo de {£1, +i}
tels que 1 < |F,, — zi| < 2 (i € {1,2}). Ainsi, pout tout n € N, il existe au
moins deux choix distincts possibles pour a,. Ceci montre qu'’il existe une

infinité non dénombrable de fonctions f entieres sur C telles que 7y = 4—3

et f(9)(S,) C Z[i] pour tout o € [0, s.

3. Ameélioration du théoréme de Bézivin

Pour montrer qu’une fonction entiere sur C qui prend des valeurs entieres
de Gauss sur S, de faible croissance est un polynéme, on suit la stratégie
mise en place par Bézivin. On commence par montrer qu’elle vérifie une
équations aux g-différences a coefficients polynomiaux. Cela permet de ma-
jorer la croissance de f. Ceci permet de montrer que f est algébrique sur
C(z) et donc est polynomiale.
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Lemme 3.1. Soit f une fonction enticre sur C telle que 77 est fini. Pour
tout réel 7' tel que Tr < 7', il existe B € R tel que pour tout o € [0, s] et
pour tout v € R, log|y £, <7 logf’q| r+ B.

Démonstration. Il existe C' € R tel que pour tout r > 0, on ait log|q‘ |f]r <
T/ log|3q| r + C. Soit z9 € C de module r. Par la formule de Cauchy, on a

f(g)(ZO) o o! f(2) dz

T 2im Jo (z— )0t

ou C est le cercle de centre zg et de rayon 1. On en déduit que
£ (20)] < olg” OB HDHC,

Comme logf’q|(r +1) = logf’q‘ r 4+ O(1), le lemme est prouvé. O

Théoreme 3.2. Soit f une fonction entiere sur C telle que 75 < 3—; et

f9(S,) C Z[i] pour tout o € [0,s]. Alors, f est solution d’une équation
aux q-différences

l
Fi(2)f(q'2) = 0,
=0
ot | est un entier naturel non nul et les P; sont des polynomes de Clz] non
tous nuls.

Démonstration. Soit 7 un réel tel que 77 < 7 < 3—;. Pour tout z € C,

on a logj, [f(2)] < 7 log|3q| |z| + O(1). Soit N un entier que 'on choisira
assez grand. On pose Ky = [N*/?] et L = [N?/3]. Pour tout (k,l,m,c) €
[0, Kn[ x [0, L[ x [0, N?[ x [0, s], on a

“fo k! i No—i) plo—i
.Zo<j><k_j>!“?"ql( P )
J:

< K12% | |Flg| T log? | (q [um|)+0O(1)

(') (um)] =

< KN!28|q‘KN(\/ N2*1+O(1))

2_
x |g|FvetT logy lal v xgVRTEOMm)+0)
)

la derniere inégalité résultant du lemme 3.1. La majoration triviale Ky! <
K ]I\,(N implique que

(0') ! °
(Zkf(qlz)> (um)‘ <q N3+o(N?)

D’aprés le lemme de Siegel (voir [11, Lemme 1.3.1]), si KyLy > 2sN?, il
existe Ky Ly entiers ay; (k € [0, Kn[, [ € [0, Ln[) tels que logy, |ax| < By
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et g% (uy,) = 0 pour tous o € [0,s] et m € [0, N[, ott I'a posé

Kny—1Lny—-1

25 N2 A 5
(T"N° 4+ o(N?)) et g(z Z Z a2 f(q'2).
k=0 [=0

By = — %
N T KnLy — 25N2

Supposons qu'il existe deux entiers M > N? et ¢ € [0,s[ tels que
g% (upr) # 0. On considére le couple (M, o) minimal pour Pordre lexico-

graphique. Puisque la fonction HMEI(% est entiere sur C, le théoreme
imo (F7Ui)°
des résidus implique par minimalité de o que
M—-1 s
o (upr — uy z
g(a)(uM) — o124i=0 ( M ]) / ig( 2/[_1 dz,
2 ¢ (z—unm) IiZo (2 —ui)®

ot C désigne le cercle de centre 0 et de rayon |ups|*/2. Soit z € C de module
lups|?/2. On a

1 L 3/2 1)
9(2)| < K Lvlal sy 3™ ¥l e 00,

Comme By ~N—st00 IV 8/3 s KNLN ~No10o N /3 , on obtient que
logjq (l9(2)])

< 1ogg (NT/% + o(NT/3)) + N8I3 4 o(N3/3) + gzvf’/WN T
3
+7 <N2/3 F VI 0(1))

3
< logy, (M%) + M*3 4 %M“’/u + 7 (M1/3 + 2@) +o(M3/?).

Par conséquent, on en conclut que

27
10g|q|(|9||uM|3/2)\ 5 7 M3/? ¢ (M3/2),

Soit zg € C de module |uy|>? tel que
o(2) _ g(z0)
(2 —un) 7 LG (2 = )| o | (20 — wan)HTTEG (20 — i)

Pour tout j € [0, M, on a
120 = ujl = |z0] = [ug| = unr[? = |unra] > |un[*? = Junr| > 1

D’apres le lemme 2.7, logy [ Par,1(20)| = logg [Phy1(20)| = SM32 4 O(M).
La proposition 2.9 implique que logy [Par1(unm)| < M3/2 + O(M). Ceci
entraine que

o 27 s
IOqu‘ ‘g( )(UM)| < (87'/ — 2) M3/2 +0(M3/2),
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Comme %77'/ — 5 <0, pour M assez grand, c’est-a-dire N assez grand, on

a g\ (upr)| < 1. Puisque g7 (ups) € Z[i], on en déduit que ¢'?) (ups) = 0.
Cette contradiction montre que pour tout m € N et tout o € [0, s[, on a
gl?) (um) = 0. Le théoréme 2.10 implique que g est la fonction nulle. O

On en déduit la borne optimale dans le probleme de Bézivin.

Théoréme 3.3. Soit ¢ un entier tel que |q| > 2 et f une fonction entiére
Er 1 r . .

sur C telle que lim,_, 4 % < 27%% et £ (g™ +iq™) € Z[i] pour tout

o € [0,s] et pour tous m,n € N. Alors, f est polynome. De plus, la borne

4s .
]| est optimale.

Démonstration. Le théoréme 3.2 implique que f est solution d’une équa-
tion aux g-différences YL, P;(2)f(¢*z) = 0, ott les P; sont des polynomes
non tous nuls. On en déduit que lim, % est fini (voir [10]). Par
conséquent, puisque f(S;) C Z[i], par [1, Proposition 4.1], f est algébrique
sur C(z). Comme elle est entiére, elle est polynomiale. L’optimalité de la
borne est donnée par le théoreme 2.15. U

L’auteur souhaite vivement remercier 'arbitre anonyme qui a permis
d’améliorer de maniere drastique la qualité de cet article par sa lecture
attentive, ses nombreuses remarques et corrections.
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